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RESUM O
Noste trabalho Mudamos dois problemas relativos à transição de fases 
em modelos magnéticos através da equação Mestra. No primeiro dei^^ consideramos 
a evolução, em direção ao ^tado estacionário, de uma cadeia dupia de spins, através da 
réiasação iniciai do parâmetro de ordem. Mostramc» q«e o exíx>ente crítico dinâmico pode 
depender dos aspectc» microscópicos da Hamiltoniana, não exibindo nm caráter universal, 
para as taxaa de transição de Glauber e Kawasaki. No segundo problema determinamos os 
estados estacionários para o modelo de Ising anisotrópico em duas dimensões, ievando-se 
em conta a correlação entre primeiros vizinhc«. Determinamos o diagrama de fases desse 
modelo que apresenta as fases antiíerro, ferro e paxamagnética
In this work we study two problems concerning phase transitions in 
magnetic models through the Master equation. In the first one, we consider the evolution 
towards the stable state of a double chain of spins, by means of the initial relaxation 
of the order parameter. We show that the dynamical critical exponent depends on the 
microscopic details for Glauber and KawasaJci transition rates. In the second problem we 
find the stable state of the two-dimensional anisotropic Ising model, taking into account 
the correlation between first neighbours. We obtain the phase diagram for this niodel 
which exhibits antiferro, ferro and paramagnetic phases.
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CAPÍTULO I 
lütrodsgão: Modelo de IsIng Dlmâmico
Para que possamos ter «w» coubecimeuto conceituai e matemático da 
dinâmica de modelei ms^gnéticos é útil coraeçarnsí® pelo mais simples deles, o modelo de 
Isimg unidimeQsioBal. Tal modelo, primeiramente considerado por Glauber [1] e por ele 
^tudado, apresenta solução analítica quaodo a interação de troca entre spins vizinh<» mais 
próximos se mantem uniforme ao longo da cadeia. De forma mais geral, vamcNs considerei o 
modelo de Ising linear e não homogêneo, onde as N  variáveis de spin sofrem transiç^  entre 
08 dois valores pc^lveis ±1 devido à influência de um agente externo, como por exemplo, 
um reservatório térmico à temperatura T. Além disto, a probabilidade de ir&nsiçio de um 
spin individual de seu valor ai para —Oi deve depender apenas da interação com seus spins 
primeirc^ vLeinhas.
A oscilação entre dois valores, no tempto, iaz com que as v&riáveis de 
spin possam ser representadas como funções estocásticas do tempo (í) r^tritas ass valo­
res ±1. Tais funções formam um processo de Markov de N variáveis discretas e aleatórias.
Um tratamento adequado do modelo é aquele no qual consideramos o 
sistema coletivamente e introduzimc» 2^ funçõ^ de probabilidade
para as possíveis conSguraçÕ^ ...,<rjv), e avaliamos sua evolução no tempo
através da Equação Mestra, que íomece uma descrição estatística completa de tal sistema:
(11)
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onde é definido como sendo a probabilidade de treasiçâo, por unidade de tempo, de
Oi para —ff(. O primeiro iermo do ledo direiio é acompanibado do sinal negaiivo porque 
a probabilidade de transição «;i(ffí) tende a d^im ir a comfignração (<ri, ...,< /^#) em 
favor de ( a i , -tr^ ...,0^).
Através da observação da equação (1*1) notamc» qne a probabilidade 
de tramição é essencial para se determinar a evolução dinâmica do sistema. Isto quer dizer 
que sua expressão deve ser de ia! forma que leve à m^ma situarão de equilibrío esibida 
pela teoria convenciona! do modelo de Ising estático.
Quando o sistema em estudo atinge seu ^iado de ^uilíbrio, o lado 
direiio da ^uação (1.1) se uiula e temos a igualdade:
Y^Wi{<ri)Peqiat,...,ai,...,an) =  W {(-W )F eg (< y i,-g j,
t i
A^umindo a igualdade acima termo a termo, chegamos à chamada 
Condição de Balanceamento Detalhado (C.B.D.) dada por:
P ^ ia )  ’
onde representa P^{ox .^.., ..., <^ iv), visto que o restante doe spins se mantêm
üxos.
Através da equação (1.2) podemos determinar uma prolmbüidade de 
transição que leve a uma configuração compatível com aquela do equilíbrio prevista pelas 
teorias convencionais. Isto pode ser feito com o auxílio da Hamiltoniaaa S  ào sistema pois, 
no equilíbrio,
■ e^ç(^ l > •••> •••> ^Jv) Oí ^
onde , K b é a constante de Boltsm s^ e T  a temperatora absoluta.
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o  modelo de Ising lisear não bomogêneo, na ausêm i^a de c&mpo magné 
iico, pode Eser representado conforme a figura abaixo e sua Hamüiosiiana eseriia como:
Ji—l Ji
___ •____ •_
a,_i Oi íTí+i
■ Pigur» l-Disgrama esquem&tico do modelo d© Ising unidimension«! n§o-homogè&eo.
H = -'^ J i0 {a i+ i.  (1.8)
t
D ^ a  forma, a razão enire as probabilidades Pcq{—<fi) e dos dois estados possíveis
para o i-ésimo spin é:
Peqi-ffi) ^-KtffiiTi+i-Ki-itrtri.i 
Pgj(<r,) "* eKiffiiTi+1-i-Mi-iViifi^ i ’
com Ki — • Usando o fato de que s= d: Èsinit^, se è =  ±1 , obtem(»;
Peq{—ai) _  [cosh Ki — ffiCi^i sinh Ki]
Peqi^ Ti) [cíwh Ki -f «rfír.+i sinh Ki]
ccwh K i-i -  c ic i-i  sinh X ,_ij
fcosh K i-i  +  oioi^i sinh i^í-i]
Abrindo o produto e usando as seguintes identidades das funções hiperbólicas;
2 cosh X coshy =  [cosh(® +  jf) +  cosh(* — |í)],
2 sinh X cc®h g = [sinh(z + y) +  sinh(i — y)],
2 sinh X sinh y = [cosh(? +  y) — coshj« — y)],
podemœ escrever que:
_  N
Peg(íT£) D ’
N = i[Acosh(/irí + Ki-t) + BcmhiKi -  üTí-i)],
A =  1 — tanh(lirt_-i +  Ki) — ifmhi{Ki +  i^ í-i) +
B =  1 -  taah(iTi-i -  Ki) -  ff.-ffí+i tanli(liki -  íT i-i) -
e D é escrito de forma semelhanie. Se definirmc^ que
7/= = itmhiKi +  A’._i) ±  tBMh(Ki -  Ki.i),
Si — tamh Ki ianh Ki^i, 
podemos mc^trar que N é dado por:
N  =  (cosh ^ , co8hür,_i){[l +  5iai_i<Fí+i][l -  aí_i +  7,:*'a,-4.i)]}.
Analogamente ptodemc  ^mostrar que:
D  =  (cosh Ki cosh iT i_i){[l +  +  ^ < r . ( 7 r +  Tí^ í^^ í+i)]},
onde
011 seja:
cosh Ki cosh ÍTt-ifl +  5,ffí_iO’;4.i| 
Peq{oi) cosh Ki Cíwh Üí,-_1 [1 +  6.ai-iC í+i]
^ [1 -  |ffí(7r «^í-i+ nft ‘ .^+1)]
[1 +  |aí(7. <Tí_i +  7; ' " ’
de tai forma que podemos identificar a probabilidade de transição «/»(aé) de duas maneiras 
distintc^:
wi{ai) = ia [ l  -  loiiq ff +  7^ cfi+i)], ou
’   ^ (14)
«í?-(<r£) =  [1 +  Si<n-iCi+i]wi{ai),
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sendo ot a taxft por unidade de tempo na quai uma partícula livre realsza ama transição 
do seu ^tado atual para o opc^to [l].
Evidentemente as duas taxas de transição devem levar ao mesmo es­
tado de ^uilíbrio. Porém se acolhermos wKffi)  ^eme problema tomarse demasiadamente 
complicado quando comparado com a escolha de u;í((7t).
Podemos estudar a evolução do sistema no tempo até atingir sen estado 
de equilíbrio através da magnetização (jTfc(f)) e da função de correlação 
k ^  j , definidas abaixo:
M i ) )  =
{«-}
Wk{t)cj{t)} =  '^ffkVjPiau...,<Fk,...,ffi,.<^N,t), (1-6)
Ne^as equações, a função a * , a j v ,  <) ® aproximada levando-
.1
se em conta apenas os dois primeiros momentos da distribuição [1]. A equação para a 
evolução iempora! de {fffc(<)) é obtida ramitípliomdo-se a equação M^tra (1.1) por e 
somando-se ®>bre todas as configurações de spin, ou seja:
ONyi) =  -  )P (ffi,..., <rjb,..., <Tí,
í y^ {ff} «
+  5 3  Ckr -Ciy «Tfl, <).
{ír} »•
Os termos com i ^  k ee cancelam quando realizamos a soma sobre todas as configurações. 
Para i  =  k mudamos Ck —* —au no segundo termo e obtem<»:
Seguindo o mesmo proc^imento para a função de correlação obtemc^: 
ãí— {ak{i)aj (i)) =  -2{aj.Oj[í0*(<r*(f)) -f Wj (a,- (<))]). (1.8)
Sul^iititmdo a probabilidade de transição t0i(0{) nas eqtiações acima, obtemos;
= - « " ‘ (O) +  +  5TÍ<o*+i W ), (19)
=  - 2K (< K (0 > +  i^ íK o t-iíO o iW ) +  (" i - i í« )® » « »
+  57ÍK<'i+i W »í (0 ) +  (®j+i (<)»»(<)))• (110)
Se tivéssemoe utilizado & probabilidade de transição «^ {(<7»), funções de 
correlação de ordem superior a dois apareceriam nas equações acima. Tais sistemas de 
equações seriam extremamente complicadc^ e não poderíamos obter uma solução exata 
em uma dimensão, como resolvido por Glauber.No caso de interações de troca homogêneas, 
Ki =  Ky este modeio se reduz ao estudado por ele. A solução então, é encontrada à partir 
da construção de uma função geradora do seguinte tipo:
F (\ ,i) = -  x ;  A‘ (»»(<)>. (1.11)
k=-oo
que leva a expressões exatas tanto para o ^ o r  mMio de um spin quanto para a função 
de correlação de dois spins. No caso de interações não-homogêneas não existem ainda, 
funções geradoras capazes de ievar a uma solução exata para {ci{í)) e
Apesar das dificuldades maiemética@ encontradas para se resolver com­
pletamente os sistemas dinâmicos não-homogêneos, mesmo que unidimensionais, muito se 
pode conhecer sobre suas cu^terísticas físicas e sobre sua evolução no tempo, estudando 
grandezas físicas relacionadas è dinâ.mica, como por exemplo, o expoente crítico dinâimco 
que mede a taxa com a qual o sistema evolui em direção ao seu ^tado de equilíbrio 
próximo a uma transição de fases. Isto pode ser comprovado pela análise da literatura
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mrente, onde são estudados diferente modelos e diferenks formas de evolução em direção 
B08 seus respectivos estad(» de equilíbrio [2], [3], [4].
Neste irabalbo estndarem(» dois sistemas dinâmicos atilizando métodos 
diferentes daqueles apresentados originalmente por Glauber. Em primeiro lugar, apre^  
sentaremos um estudo dinâmico das cadeias duplas de spins, Mudadas por Figueiredo, 
Salinas e l^enezes [5] no estado de equilíbrio, ct j^os principais resultados serão discutidos 
no capitulo 2. N<»ssa atenção estará voltada, primordialmente, para a obtenção de um 
limite inferior para o expoente crítico dinâmico através da teoria da rraposta inicial
O expoente crítico dinâmico z ê deânido pela seguinte forma de escala, 
nas vizinhanças do ponto crítico:
onde é um tempo caracter&tico, chamado de tempo de relaxação, que diverge quaado 
nos aproximamos do ponto critico do sistema. O parâmetro i  designa o comprimento de 
corrdação t á t ic o  e, de acordo com a hipótese de escala dinâmica expressa acima, ele é o 
comprimento relevante que controla a divergência do tempo de relaxação no ponto crítico.
O vetor de onda q é o vetor de onda crítico na transição e F {^ )  é uma função analítica 
de seu argumento.
Um ponto importante é a classificação doe sistemas físicos nas ci^ses de 
universalidade dinâmica através do expoente z. Em geral, o expoente z além de depender 
das propriedades estáticas depende também dos aspectos dinâmicos, atr&vée das leis de 
conservação que deíinem a dinâmica [3],(6).
Conforme veremos, & dinâmica do sistema de cadeia duplas que estu­
daremos no capítulo 3 apresenta expoente crítico que depende dos detalha microscópicos 
de sua Hamilioniana, ou seja, não apresenta carscteriBticBS de universalidade.
Em s^uida, no capituio 4, considerajreim» hud skiema de spins de Ising 
nnma fede quadrada com interaçõ^ de iroca competitivas direçõ^ horizontal e vertical 
Através da aproximação de pares [7] ,[8], será po^fvel constniir um diagrama de fase» d^se 
modelo na situação estacionária.
Finalmente, no capitulo 5, apresentaremos as principais conclusões a- 
cerca dos sistemas estndados neste trabalho.
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CAPÍTULO n
Cadeias Daplas de Spins
Neste capítulo, apresentamos o estudo do comportamento de uma ca 
deia dupla de spins no equilíbrio termodinâmico. Consideramos um modelo no qual são 
levadas em conta interações de intercâmbio entre spins primeiros vizinlic» ao longo das 
cadeias e entre elas. Também consideramos um termo de interação de quatro spins vi­
zinhos mais próximas. A origem desse termo é devido ao acoplamento magneto-elástico, 
quando permitirmos flutuações dos spins em tomo de suas posições de equilíbrio nas cadeias 
[5]. Na realidade a introdução dei^  termo não traz dificuldades adicionais no cálculo 
das proixiedades termodinâmicas. Esse estudo no equilíbrio se faz necessário pK>is, no 
próximo capítulo estaremos interewados no estudo da dinâmica desse sistema, em parti­
cular seguindo as pr^crições de Glauber [l] e Kawasaki [2].
Na figura abaixo temos a representação esquemática do modelo e iogo 
a seguir, apr«3entam(»3 sua Hamiltoniana:
....___ •____•_____ •_
2-Diagr&m& eaquem&tioo dos aooplcunaitos entra Bpina n& dúpi&-
N - l  JV -l
H — — Ji ^  -  J2
itaO t=0
~  Y  5 3  (<^ .,1 <^ *,2 +  <y.+l,l<yi+l,2).
í=0
(2.1)
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Podemos determinar as soluções analíticas para as propriedades físicas do sistema, no 
limite termodinâmico, através da obtenção da função de partição canônica pelo método 
da matriz de transferência [9].
A função de partição canônica definida por;
,-PH
transformarse, com a substituição da Hamiltoniana, equação (2.1), em:
.N-i
Zn =  5 3 í + K2Íoi,ia{+i^i +  Oi,2<r{+i,2)
**=0
sendo que Ki =  fiJi, i =  1,2, S. Reescrevemos a expressão (2.2) como
(2 .2)
N - l
= E  n
{«Ti.«} í=o
onde 06 definidos por:
■Pm+i =  exp +  Ã^ 2(fft,i<y»+i,i +  ai,20i+i,2)
ÜTs
+  - (^< i^,l< i^,2 +  «7i+l,l«Ti+l,2)
(2.3)
(2.4)
são identificados como sendo os elementos da matriz de transferência P  devido aos valses 
a^uinidc» por cada ití,« =  ±1. Usando a ordem de configuração do par de spins (ff,,i, ai,2)> 
para as barras verticais como sendo (+ ,+ ) ,(+ ,- ) ,( - ,+ )  e ( - , - ) ,  construímos a matriz P 
da seguinte forma:
/P u  1 1 Pi4\
1 "28 "22 1 
\Pl4 1 1 PiiJ
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onde
Al =
Pi4 =
P22 =
P28 =
Efetuando o somatório na equação (2.3) sobre todas as configurações 
de spins resulta que;
Z „  =  Tr(F"),
ou seja, a função de partição canônica é igual ao traço da matriz P  elevada á N-ésima 
potência.
Por outro lado, a diagonalização da matriz P  ou, no mínimo a sua 
bloco-diagonalização, permite que a função de partição seja escrita como a soma dos seus 
autovalores:
4
fe=i
onde os Aj^  são ^ t ^  autovalores.
É possível demonstrar que a matriz
(2.6)
M =
/O 0 0 1\
0 0 1 0  
0 1 0  0 
\1 0 0 0/
(2.7)
comuta com a matriz F, e que a matriz
í/ =
/ I  0 0 1 \
0 1 1  0
0 1 - 1 0
\1 0 0 - 1 /
(2 .8)
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diagonaliza a matriz M . Esperamos então que a maíriz U poasa, pelo menos, bloco- 
diagonalizar P.Isio de fato é verdadeiro e encontramc» que:
/P 11 + P14 2 0 0
P' = U~^PU = 2 P22 +  Pjs t) 0
0 0 P22 — P23 0
0 0 0 P1 1 - P 14/
(2.9)
Através da equação característica, Det[P' — Ai] =  0, determinamos oe
autovalores A;^  da matriz P. Após a realização dos cálculos chega-se à;
Al =  +  e*^^-^»)cosh2/if2 +  -  e^*-^»)cosh2X 2]^  +
X2 =  (c^ ‘ +^3 + e^ *-^ «)cosh 2i ir í-  {[(e^»+^3 -  e'^*--^^)cosh 2ür2]^  +
As =  sinh2ÜT2,
A4 =  2€*^^+^^8Ính2ÜT2. (2.10)
Como Al é o maior autovalor, a função de partição pode ser escrita como
Z s =  A f, (2.H)
visto que no limite termodinâmico {N  —^ 00):
L*mjv_»oo^^^ = 0  para fc #  1.
Com a expressão (2.11) para a função de partição podemc» calcular 
todas as propriedades físicas de interesse. Como será visto no próximo capítulo, calcn- 
laremos somente a susceptibilidade magnética, pois ela é de interesse direto no cálculo 
do expoente crítico dinâmico. A susceptibilidade magnética pode ser determinada, na 
ausência de campo magnético, através do teorema da ílutuação-dissipação 8 :
XT -  (^ ( á i ) ) * .  ^2.12)
‘V »■
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Ássim, é necessário determinar prinjeimmente a função de correlaçSo entre dois spins quais­
quer e o valor médio de um único spin. Este último, esperamos que seja nulo devido ao fato 
do sistema ser essencialmente unidimensionaL Antes de entrarmc» nestes cálculos especiB- 
camente, vamos tentar encontrar uma matriz que diagonalize a matriz de transferência P. 
Um passo inicial neste processo é a determinação da matriz dos autovetores normalizados 
da matriz de transferência. A obtenção d^ta matriz é facilitada pelo conhecimento dos 
seus autovalores. Depois de algumas manipulações algébricas j>ode-se mostrar que a matriz 
abaixo satisfaz essa condição:
/ ( l - f -a j- )^  (l-t -a i)"^  0 0^
a + (l +  «5 -)^  a _ (l +  a l ) ^  0 0
0 0 1 0
0 0 0 1/
(2.1S)
onde
(2.14)
Podemos agora escrever que
X =  cosh 2Ki.
R -^ P 'R =  R-^{U-^PU)R = iUR)-^P{UR) =
/Al 0 0 0 \
0 Aí 0 0
0 0 As 0
\ 0 0 0
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ou seja, a matriz ortonormal T  que diagonaliza P  compîetamente é:
T = U R  =
{1 +  a D ^ ( l  +  a i)"^ 0 1
1 a + íl-h a ^ .)^ a _ (l +  « i ) ^ 1 0
V 2 a + (l +  0f5.)^ o _ ( l  - l - a i )^ -1 0
V (1 +  orÍ)^ (1 +  a Í ) ^ 0 -1
Voliamo-nos agora para o cálculo da função de correlação entre os spins 
Oi,a e Ok,fi que é deiinida por:
(S.16)
Os índices j  e k referem-se às posições dos spins nas cadeias, enqn^to a e 0  especificam 
cada uma delas. Pode-se colocar a expreG»ão acima na seguinte forma:
Wj.c<fkj) =  ^  53 ^OlPt2- Pi-ljOj,aP}J+l -Pk-X,kOk,fiPk,k-i.l-PN-l,N, (2.17)
ae k >  j.
O par (<r,,i,a,,2) colocado na ordem (+,-!-), (+ ,- ) , ( - ,+ )  e ( - , - )  para 
a construção da matriz de transferência pode ser representado por meio das m&trizes 
diagonais abaixo:
Oi =
/ I 0 0
0 1 0 0
0 0 -1 0
u 0 0 - 1 /
(2.18)
ff, = ( ò
0 0 0 \
-1 0 0
0 0 1 0
\0 0
14
0 - 1 /
(2.19)
Quando efetuamc^ o somatório sobre todas as possíveis configurações 
de spin na equação (2.17) podemos substituir os valores de e Ok,p por suas respectivas 
representações matriciais. Neste caso escrevemos:
(2.20)
poie TT  ^ =  / .  Continuando com este processo, chegamos a termos do tipo:
[T-ip ‘ T|,. = [F'*)„ = a; í„ .
T  ~  [^ oc.tfny
(2.21)
que substituidoe na expressão (2.20) levam a:
Wj,e^ <fk,p)= rs
r,ê
r,ê
como Zn =  e i*mjv-.oo ~  então qne:
riw  
A lj ].
(2.22)
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As matríses ( «  = 1,2) são obtidas diretamente da segunda das
expressões (2.21);
0 0 ± a + (l +  a 5 .)^  il  +  a l ) ^ \
0 0 ± a _ (l +  a!.)T^ ( l  +  a i ) ^  
± 04.(1 -f a * ) ^  ± o _ ( l  +  a i ) ^  0 0
(l + or^ -)"^  (1 + a Í )^  0 0
-1
(2.23)
onde o sinal sup>erior se refere a or =  1 e o inferior a a =  2.
Quando calculamos o valor médio de um único spin, seguimos a sequên- 
cia acima. A partir de sua definição;
chiam os à seguinte expr«»ão;
(2.24)
Entretanto, todoe os valores da diagonal principal das matrizes são nulos, implicando 
num valor também nulo para a expressão do valor médio de um spin, como era de se 
esperar.
A partir das equações (2.12) e (2.22) podemos obter a susceptibilidade 
magnética por spin. No limite termodinâmico ela é dada pela s^uinte expressão;
Xt = 2í (1 + o5. ) - > ^ ^
1 - (2.25)
A mesma técnica utilizada acima permite ainda, encontrar funçõ^ de 
correlação entre três, quatro ou mais spins, se assim for desejado. Como veremos no
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próximo capítulo, aparecerão funções de correlação de ordem quatro e seis, o que nos 
obriga a encontrá-las. Entre quatro spins definimos a função de correlação abaixo:
onde a, 'Yf ft e p podem assumir os valora 1 ou 2. Utilizando a matriz de transferência P  
e considerando m > l > k > jy piodemos reescrever a expressão anterior na forma,
=  -^ T r{p ia .P "-> a ^ P ‘- ' ’c ^ r " - ‘o ,P " - " ] ,  (2.26)
onde as matrizes a«, e <Tp são dadas pelas matrizes (2.18) e (2.19).üsando a identida­
de TT~^ =  /  na equação anterior, termos do tipo (2.21) aparecem. Com a sua substituição 
encontramos que:
x « ) .« (A r ''« « .) « ) . . (A í '" '" '^ '«..)!■
Portanto, no limite termodinúnico otemos:
{<fj,a<rk,'rfyi,iiOTn,p)= (^ C«)ip(<^7)p*(‘ m^)*“ (‘ p^)“ 1 ( ãt) ( ãt)
(2.27)
A expressão para a função de correlação entre seis spins é obtida de 
forma idêntica à partir de sua deünição:
{<^Í,ci<^k,'i<fl,H<^Tn,pOn,TiOo,y) — y~][(^j,a<rk/rffl,n<^Tn,p<^n,ti<^o,v]^ •
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Após algumas maBÍpuloções algébric&s obtemos:
4
(2.28)
com o > n > m > l > k > j .
Então realizando-se os somatórios nas expressões (2.22), (2.27) e (2.28), 
e sul^ituindo-se os elementos de matriz correspondentes <r^ , obtemos as funções de cor­
relação entre dois, quatro e seis spins, de forma exata no limite termodinâmico (N —*■ oo). 
Isto é feito no i^iêndice I, no limite de baixas tempieraturas (T  —* 0).
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CAPÍTU LO  n i
Dinâmica das Cadeias Duplas de Spin
No capítnlo anterior, apresentamos o modelo das cadeias duplas de 
spin juntamente com o cálculo de sua função de partição e das funções de correlação 
no equilíbrio. No presente capítulo, estaremos interessados nos aspectos dinâmicos deste 
sistema, ou seja, à partir de uma perturbação inicial, causada por um agente externo, 
queremos determinar a evolução temporal do sistema desde o ^tado de uão equilíbrio para 
aquele de equilíbrio. Como no modelo proposto por Glauber [1], a^umimc» as variáveis 
de spin como sendo funções estocásticas do tempo e acompanhamos esta evolução através 
da equação Mestra;
t
+ 5 3  -<ri,2)P{aí,ly : , - t f i .U  -O i,7, ■■■> 0^ 2, 0 ,
í
(S.l)
onde <^ «.2, <’’JV,2> t) é a. probabilidade de se encontrar o sistema no estado
*^JV,2) no instante t, e flft,2) é a probabilidade de transição
por unidade de temp>o do par de spins da i-ésima barra de seus valores {a{^i, para 
(— —<tí,2). Tal escolha nos par«:e conveniente pois, de forma natural, conduz a um 
modelo dinâmico essencialmente unidimensional É importante observar que trabalhamos 
com uma dinâmica diferente daquela proposta por Glauber, ou seja, ao invés de virarmos 
um único spin, viramos um par de spins. Este tipo de dinâmica já foi consider^a por 
outros autores no estudo de sistemas unidimensionais [4].
A obtenção de uma forma matemática consistente para a probabilidade
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de transição é possível graças à C oad ição  de Baianceainento Deíeibo-do (C .B  D .), que em  
nc^so caso é dada por:
*^ »'(” *^ »,1» “ <^ «,2) <^ »,2)
sendo
P eçoce -^ ", (3.3)
a disiiibuição de probabilidades no estado de equilíbrio. Ck>xn a HamiltoniaDa do sistema  ^
conforme visto no capítulo anterior, dada p<»‘:
N ^
E  =  -  Jl J3<Tí,lfft,2< i^ + l,l<7»+l,2 -  + 0'i,2<yt+l,2)
t=l i=l
(3 ,4)
-  Y  53(<^f,i»i,2 +  <rt+i,i<^ «+i.2)>
l'= :l
a razão na equação (3.2) torna-se;
ty,(— —<7^ 2) ’
com Ül2 =  Assim a probabilidade de transição pode ser e:scoiliidada seguinte forma;
*Vi(o{A,ei,2} =  ^ (1  -  ff,-,itanh [Ã’2(ai+i,j. +  <r,_i4 )]}
(S..S)
X {1  -  <r,-^ 2ianíi [ür2(<yi+i,2 +  « f . - i . í ) ] } -  
De modo geral podemos m ostrar que:
tanh \.K(ai -i- 0; ) ]  =  ^(<r, +  a j )  taiih 2 K .  (3 6)
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Levaado-se esta última expressão na equação (3.6), ele toma a seguinte formá; 
a ,. 1 , . 1w, <^ í,2) =  -{1 - r72<^ »,l(o^ .-f-l,l +  “  r72<^ i,2(<yi-|-l.2 +  fl^ í-i.s)
(3.7)
com 72 =  tanh 2K 2.
A definição da magnetização por spin sendo
(3.8)
=  -2<ffi,otüí(fft,i,at.2»
com a =  1,2, não permite determinarmos exatamente a sua evolução temporal, visto que 
aparecem funções de correlação de ordem três. Mramo definindo-se uma magnetização por 
barra de spin como
<(«^í.i(<) +  ‘^ .•,2(<))> =  • •.<?W,2,<), (S.9)
tr
a dificuldade persiste. Então, para que possamos obter algum conhecimento sobre como o 
sistema evolui para o estado de equilíbrio é necessário outro tipo de abordagem matemática. 
Para tanto, com »:emo8 por definir o tempo de relEixação r como sendo o tempo que o 
sistema leva para atingir o estado de equilíbrio, partindo de uma situação de não equilíbrio. 
A hipótese de escala [3], [6], [9], relaciona o tempo de relaxação, assim definido, com o 
comprimento de correlação (^) do sistema pela e^guinte forma de escala;
r , =  i ‘ F(qi). (3.10)
onde q é um vetor de onda crítico apropriado, * é o expoente crítico dinâmico e F (^ ) uma 
função analítica do seu argumento. Através desta relação e da resiK>sta inicial do parâmetro
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de ordem do sistema que veremos a seguir [3],[6], é possíve! encontrar um limite inferior 
para o expoente crítico dinâmico em baixas temperaturas, para sistemas essencialmente 
unidimensionais.
Resposta Inicial do Parâmetro de Ordem
Â teoria abaixo dæcrita segue a sequência daquela apresentada por Leal 
da Silva [3] e desenvolvida por Halperin [10] para estabelecer um limite inferior rigoroso 
para o expoente crítico dinâmico do sistema.
Luicialmente deünimos uma fançâo ..., ..., <) dada
por:
P(<yi,l> <^ »,2» —» <^JV,2> <) =  Pejí«^!,!. —. <^ »,2, —,
(3.11)
que é substituida na equação Mestra (3.1). Usando-se a C.B.D. (3.2) vem que;
-•»<^ JV,2,0 =  -^^(<yi.i, ...,fft.i,<^i,2, ..,< j^v,2,<), (3 12)
onde o operador D é definido como sendo:
K
•DP(<yi,l, —, í t^.l, —, ff JV,2, 0  =  5 3  *"*(^‘.l» *^ ».2)
í=l
x [P (a i,l,..., ffi.l, a,-,2,ffJV,2, t) 
-P (f f l ,l í  •••> —Oi,2, —, ffJV,2,í)]'
(3.13)
Sabendo-se que a solução formal da equação (3.12) é:
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a expressão (3.9) da magnetização por barra toraa-se:
((ffi.iíO +  í^i.^íí))) =  ((‘ *^,1 +fft.2)c“ ^‘$(ai,i,...,ff,,i,a ,,2 ,...,a jv,2,0))e„ (3.14)
sendo que no lado direito d^sa expressão a média é tomada no estado de equilíbrio.
Consideremos um sistema ferromagnético sob a influência de um campo 
magnético fraco e uniforme B =  em t < 0  e T >  Te- Em i =  0, desligamos o campo 
e a magnetização evolui para o seu valor de equilíbrio. Pode-se mostrar então que o valor 
inicial de P é dado por:
” m<^ JV,2iO) =  ^e«(<^l,l» •••><^ JV,2)[l +  B y^(*^t,l +  ffi.z) +  0(B^)].
i
Por inspeção direta da equação (3.12) encontra-se que:
^(ffl,l, ..., ff7V,2, 0) — [1 +  ■£^^(‘ «^,1 +  ^»,2)]-
t
e que a ^uação (3.14) tomarse:
((< i^,i (<) +  <yí,2(<))) = ^  +  ‘ »^,2)(‘ ;^M (<) +  ‘^;,2(0))e?. (3.15)
3
onde
(«^i.ií^) +  <^j,2(0) =  (3-16)
Usando-se o fato de D ser um operador real juntamente com a C.B.D.; 
equação (3.2), é possível mostrar que;
U* Dg)^  =  (gDf*)^^ e que
Í9*Dg)^ g > 0,
(3.17)
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onde g e f  são funções quaisquer de {a i,«} e g* c f* tts suas respectivíig conjugadas 
complexas [11], [12].
Seja Cg{t) uma função de auto-correlação dependente do tempo no
equilíbrio ténnico:
<7,(0 =  <í‘ (0 ) í ( ( ) ) . , .  (3.18)
Esta função possui uma representação espectral da forma:
^gi*) =  Í  ^g{v)e-‘'^dv , (3.19)
Jo
com fpg{v) >  0 para iodos os valores de v. Se consideramos o valor médio de g no equilíbrio 
como sendo igual a zero, podemos deíinir o tempo de relaxação Tg e ft. taxa de relaxação 
inicial Vg através de:
r, = 0 ,(0 )- ‘ j T  C,{*)*,
Jo
Vg =  —Cg{P) —Cg{t) |tssO,
=  -Cg{0)~^ f  <Pg{v)vdt'.
Jo
Pela aplicação da desigualdade de Schwartz às equações acima, derivamos a seguinte 
relação:
r, >  (3.21)
Se tomamos g como sendo a transformada de Fourier da magnetização por barra de spin, 
ou seja,
g =  ^ (a y ,i  +  <r/,2)e‘ í  ,
(3.20)
(3.22)
J
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então, C„g{i) em < = 0 estará relacionskda à susceptibilidade magnética através do teorema 
da íluiuação-dissipação [3],[9] por:
O , , { 0 ) = K b T'x , ,  (3.23)
onde
é a susceptibilidade magnética correspondente ao vetor de onda q. Se ç = 0, essa expressão 
é a mesma que calculamos no capitulo anterior.
Ibmando a derivada da equação (3.18) em < =  0 temos que:
| c „ ( 0  |.=„= | (.7 j(0 )» ,(<))., I*=0 . (3 M)
Mas, de acordo com as equações (3.16) e (3.22) notamc» que:
a^t) =  (3.25)
ou seja,
^ c „ (< )  | .= o= -< »-,D < r,)„. (3.26)
Substituindo-se nesta última expressão a equação (3.22) encontra-se que:
|f=0= -I- Vj,2))cq- (3.27)
jfk
Entretanto, é pc^ível mostrar pela definição do operador D que:
+ <^ i,2) = 2(ffj,l +  <íi.2)«í;(ff;,l,<T;.2),
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e com a ajuda da C.B.D. (3.2), a expressão (3.27) torna-se;
ou seja,
^ O r , ( 0  It=0=  53<(1  +  ‘^i.l‘ i^.2)«y (ffj.l. ‘ i^.2))ei- (3.28)
De posse desta equação e das equações (3.20) e (3.23), podemos reescrever a desigualdade
(3.21) da seguinte forma:
„ > ________________________________________
Assim, é possível de se determinar um limite inferior para o expoente crítico dinâmico, 
definido anteriormente através da equação (S. 10), calculando-se as expressões no lado di­
reito da desigualdade acima na situação de equilíbrio termodinâmico.
De acordo com a expressão (3.7) da probabilidade de transição, o valor
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médio no denominador da desiqualdade (3.29) pode ser escrito da seguinte forma:
a
((1  +  ffi,l<Ti,2) t ü í ( a i . i ,a , ,2) ) e ,  =  - 1 +  -  - 7 2
+  +  (<^ 1,2 «^í-1,2) +
+  (ff.-,2flf.-l,l) +  (‘^»,2<y.+l,l) +  (‘^»,l«^í-l,2)
1 2 
+ r » {<^ í+l,l‘yí+l,2)
+  (<Ti+l,l<rí-i,2) +  (<Tt-l,lff»+l,2) +  <<7Í-l,l<yí-l,2)
+ {Oi,iai,2(Ti-l,í<fi+l,2) +
. J i
(3.30)
O vetor de onda critico para sistemas nnidimensionats ferromagnéticoe 
corresponde ao caso uniforme, ou seja, q — 0. A susceptibilidade magnética Xf=o> como 
sabemos, diverge no linnite T —* 0. Portanto, encontramos o valor médio na equação 
acima usando as funções de correlação calculadas no apêndice 1 no limite T  —^ 0 e para
0- Após algumas manipulações algébricas é poæivel mostrar que:
(S.Sl)
Substiluindo-se na expressão (3.29) as equações (3.10) e (3.31), para ç =  0, obtem-se:
onde C é uma constante. Se as equaçõ^ para o comprimento de correlação e para a 
susceptibilidade magnética, dadas no apêndice 1 ptara o caso ferromagnético no limite de
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T  —♦ 0, são substituídas na expressão acima, encontramos que
z > 2
é o limite inferior para o expoente crítico dinâmico associado à uma probabilidade de 
transição que leva em conta a inversão simultânea de dois spins de uma mesma barra. Esse 
resultado é o mesmo qiíe o obtido para o modelo de Ising unidimensiona) com interações 
entre primeiros vizinhos. Notamos que os detalhes microscópicos da Hamiltoniana, como 
por exemplo, a interação entre quatro spins, não modifica o valor espérado de z. Ss a. 
condição 2Ji +  2 +  7a > 0 íor satisfeita, mesmo que consideremos algumas interações 
como sendo antiferromagnéticas, obtemos a mesma condição determinada acima, ou seja, 
^ > 2.
Para melhor compreendermos a dinâmica do sistema em estudo, seria 
interessante determinarmos o expoente crítico dinâmico associado a outras formas de taxas 
de transição. Uma destas poderia ser, por exemplo, a inversão simultânea de dois spins 
vizinhc» pertencentes à mesma linha. Como no caso anterior, a evolução do sistema para
o estado de equilíbrio se dá através da equação Mestra:
i
X *^(<^ 1,1.— ....
(3.32)
+  ]Çtüí(-a£j,,-<Tí+i.p)
i
onde ^ =  1,2 é a linha onde se encontram os spins, e é a probabilidade
de transição, por unidade de tempo, do estado (a i.i,..., ..., ajv.a) para o estado
(ff 1,1, —, , “ <^ »+1,^  > • ••) ^ y.z)-
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e utilizando a distribuição de probabilidades no equilíbrio, a seguinte expressão para a 
probabilidade de transição é obtida:
[l -  (3.34)
[l -  ^7a{o^ {,i«^ i,2 +  <^ »+i,iO't+i,2)])
sendo que os spins foram escolhidos na linha ^ =  1, e 7,' =  tanh 2K{ com t =  1, 2,3.
A substituição da função $ (^ 1,1, ajv,2>0i definida an­
teriormente, na equação Mestra (3.32) tem como resultado a equação (3.11) se redefinimos
o operador D como sendo:
i
(3-35)
X [ F ( a i , i , a i + 1 , 1 . . . ,  ajv,2,<)
Com esta definição é possível chegar ao m ^mo resultado dado pela equação (3.16). Além 
disso, o fato de D ser um operador real faz com que as propriedades (3.17) permaneçam 
válidas. Desta forma, as relações (3.18-3.21) podem ser usadas. Se utilizamos a definição
(3.22), as equações (3.23 e (3.27) continuam válidas. Porém, a aplicação do operador D 
nesta última resulta em:
Com a ajuda da C.B.D. dada por:
+  íTi.2) =  2iTí,itt;i(ír,,i, <T{+i,i),
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de tal ibrma que uma desigualdade anáioga à (3.29) é obtida:
^ _________________KsTxf
o  valor médio no denominador da equação anterior é calculado para interações ferro­
magnéticas no limite de baixas temperaturas (T  —* 0), com o auxílio das aproximações 
encontradas no apêndice 1 paxa as funções de correlação. Após algumas manipulações 
algébricas é poesível mostrar que:
((!-» -a;.ia/.2)tü/(flry.i,íT/+i,i))effWl6Qrc-‘*^*-‘**'=‘-'*^». (3.37)
No caso ferromagnético o vetor de onda se anula e as expressões da 
susceptibilidade magnética e do comprimento de correlação, dadas no apêndice 1, podem 
ser substituídas na equação (3.36). Se utilizarmos a relação de escala para r podemc» 
determinar um limite inferior para o expoente crítico dinâmico z, para a taxa de transição 
considerada. Levando-se em conta estas considerações podemos m<»trar que:
Surpreendentemente, observamos que este limite difere daquele obtido anteriormente. Em­
bora não tenhamos calculado o valor exato de^e expoente, notamos que ele parece mc»trar 
uma dependência nos aspectos microscópicos. Apenas se ÜTi e K» forem nulos (sistema 
unidimensional) é que obtemos z >  2. Essa aparente quebra na universalidade do ex­
poente crítico dinâmico também já foi verificada para o modelo de Ising em uma dimensão 
quando as interações de intercâmbio são não homogêneas [3]. Uma possível justificativa 
para o caráter não universal de z, para sistemas essencialmente Unidimensionais, deve es­
tar relacionada com o fato desses sistemas apresentarem uma temperatura crítica nula.
30
Quando nos aproximamos do limite T —»■ 0 , as taxas de transição devem se anular muito 
mais rapidamente que o inverso do comprimento de correlação.
Um outro tipo de dinâmica qne não deve ser exclnída de nossos estudos 
é aquela proposta originalmente por Glauber, ou seja, a inversão de um spin por vez. 
Escolhemos este spin como sendo fft.i e acompanhamos a evolução do sistema para o 
estado de equilíbrio quando o spin sofre uma transição do seu estado atual para o oposto. 
Neste caso, a equação Mestra é dada por:
•••> <) =  — •••» <^AT,2> 0
(3.38)
i
onde ti;t(ff,',i) é a taxa de transição, por unidade de tempo, na qual o i-ésimo spin da linha
1 tem seu valor at,i alterado para —c«,!. A obtenção de uma expressão ps^a Wi ) segue 
da C.B.D. dada por:
” »^(«^ *.l) _  Peg{-Oi,l) . .
e das equações (3.3) e (3.4). Da mesma forma que nos casos anteriores, podemos mostrar 
que:
Wí(fft.l) =  ^Of[l - +  ffí-l,lffi-l,2fftMffí,2)] X
1 ~  ^ 7 2 ( f f í - i , i ‘ *^M +  X
1 -7 8 ^ 1 .1  ffi.2] ,
onde 7 í =  tanh 2Ki i =  1,2 e 73 =  tanh K^.
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A partir deste ponto procedemos de forma semelhante ac  ^ casos an­
teriores e determinamos uma desigualdade, análoga às desigualdades (3.29) e (3.36), da 
seguinte forma:
No limite de baixas temperaturas (T  —► 0) e considerando interações 
ferromagnéticas, o vetor de onda q se anula. Com a utilização das expressões do apêndice
I, o limite inferior do exx>oente crítico dinâmico é obtido e dado por:
K i IK i
Notamos também neste caso a não universalidade do expoente crítico dinúnico z.
Os casos até aqui estudados levam em consideração somente a inversão 
do sinal dos spins, de tal forma que as magnetizações global e local não se conservam. Estes 
não são, porém, os únicos casoe de dinâmica encontrados na literatura. Existe mn tipo, 
proposto por Kawasaki [2], onde a perturbação externa induz a uma troca de sinais entre 
dois spins vizinhos mais próximos quando o produto dessas variáveis de spin for igual a 
-1. N^te caso, não há conservação da magnetização local, porém a magnetização total do 
sistema é conservada. Semelhantemente aos casos anteriores, é através da equação Mestra 
que podemc» acompanhar a evolução do sistema desde o estado inicial de não equilíbrio em 
direção ao estado estacionário. No caso de trocarmos dois spins vizinhos mais próximos de 
uma mesma linha, a equação Mestra para o modelo de duas linhas de spins interagentes
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que estamos considerando, iom» a seguinte forma;
i
(3.42)
+ lüí í^+i,/? (ai+i,/j, )
sendo que é a probabilidade de transição, por unidade de tempo,
para a troca de sinais entre os spins do par <tí+i, )^ com fi =  1,2. Para uma equação 
deste tipo, a C.B.D. toma a seguinte forma:
^ i* * i+ i,p {ir i,p ya i+ i,fi) _  P eq iO i+ i,fi,C i,p )
W i^ i+ i ,p (a i+ i ,f i , a i,p ) P eq {ffi .p ,a i+ i,p )
Com o auxílio das equações (3.3) e (3.4) é possível identificar a probabilidade de transição 
associada a este tipo de dinâmica. Ápiós alguns cilculos encontramos que:
Wi*^í+i,i(ai,i, aí+i.i) =  \a[l -  X2
[l ~  +  <^ i+l,l<yí+l,2<^ í+2,l<^ í+2,2)] X
[^-■^72 {oi-1.1 Oi,x +  ai+1,1 ai+2.i) ,
[l -  - 7 8 <r%,2 +  <^ »+1,1 <^ »+1,2)
(3.44)
onde 7; = tanh 2Ki » =  1, 2,3 e escolhemos 0 = 1 .
Quando a função $ ( < t , a y y , 2,<)> defini<la anteriormente, é intro­
duzida na equação Mestra (3.42), uma expressão similar à equação (3.12) é obtida se
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o operador D é definido por:
X —1 ffí.l, I ‘^ W,2i<)
A sequência de operações matemáticas & partir da equação (3.13) é inalterada até chegar­
mos a equação (3.27). Porém, a aplicação do operador D nesta última resulta em:
(3.46)
Portanto, com a ajuda da C.B.D., equação (3.43), a equação (3.27) toma-se:
|t=o= “  c o s (í^]((l  +  ff»,lffí,2)wí—i+l,l(ffi,l,ffi+l,l))eí , (3.47)
i
onde a é o vetor entre os spins vizinhos mais próximc» ao longo da cadeia. Desta forma 
obtemos a sequinte desiqualdade para o tempo de relaxação:
^ __________________________K s T x f ___________________________
^ W E í llll  “  COs(^.a)]((l +  ffi,l<rí,2)Wwi+l,l(ffi,l, ff,+l,l))e.
Considerando-se novamente o caso ferromagnético no limite de baixas 
temperaturas T  — 0, podemos calcular o valor médio no denominador da expressão acima 
usando a equação (3.44) e as funções de correlação encontradas no apêndice I. Após algumas 
manipulações algébricas é possível mostrar que:
((1 +  iTi,iaí.2)u>wi+i,i(ai,i,<Tí+i.i))e, w . (3.49)
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1
A desigualdade (3.48) pode ser expressa de forma um pouco diferente 
com a ajuda da equação (3.10) e da expansão de coB{q.a) nas vizinhançs de 9 =  0 (vetor 
de onda crítico do modelo ferromagnético). O resultado que se obtem é o s^uinte:
{(1 +  ffi.lfft,2)tt'»-i+l,l(ff»,l, ff»-fl,l))e?
Substituindo-se nesta última expressão as equaçõ^ para o comprimento de correlação e 
para a susceptibilidade magnética, dadas no apêndice I, juntamente com a equação (3.49), 
mostramos que o expoente crítico dinâmico tem a s^uinte forma;
O modelo de Ising dinâmico em uma dimensão não tem solução exata 
para a taxa de transição de Kawasaki. No caso do modelo de Ising em uma dimensão 
com interação de intercâmbio apenas entre primeiras vizinhos é possível de se determinar 
exatamente o expoente z através da técnica da resposta linear [6],[13]. O resultado qne se 
obtem é z =  5. Da mesma forma que para a dinâmica de Glauber, quando são consideradas 
interações não homogêneas, o expoente crítico dinâmico z paraa a deptender dos detalhes 
microscópkos da Hamiltoniana [3]. Claramente, nosso resultado para z se reduz aquele do 
esperado para uma cadeia linear quando Ki =  Ka =  0, on seja, z >  6.
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CAPÍTU LO  IV
Modelo de Ising Bidimensional Anisotrópico
Neste capítulo estudamos o comportamento de uma rede qaadrada de 
spins de Ising que está em contato com um banho térmico à temperatura T, e onde as 
interações de troca entre os spins nas direções horizontal e vertical são diferentes e podem 
competir entre si. Este modelo é similar àquele estudado por Tomé, de Oliveira e Santos 
[7] que levam em conta não o contato do sistema com nm único banho térmico mas sim 
estudam o efeito da interação do sistema com dob banhos térmicos em temperaturas 
distintas com probabilidades p e 1 — p de ocorrerem. Nossos modelos são equivalentes 
quando um dos banhos térmicos desaparece, e se tomamos interações de troca idênticas 
nas duas direções consideradas da rede.
A representação esquemática do modelo proposto, e sua respectiva 
Hamiltoniana são dadas abaixo:
. •____•____ •_
: J, :
Rgur*. S - Di&granta. das interações de troca do modelo de Ising em duas dimentôes
^  J J +  *^ 2<^ í J+l]
i j
(4.1)
O sistema, que está em contato com um banho térmico à temperatura 
Ty é descrito pela dinâmica de Glauber, e evolui para o seu estado estacionário de acordo
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com a equação Mestra dada por:
0  =  -  5 3  <) +  5 3  < )^PÍP\<), (4.2)
onde a — representa um estado do sistema e o conjunto de variáveis Oij torna os
valores ±1. Também, w{a  ^a') representa a probabilidade de transição, por unidade de 
tempo, para a transição do estado a para o estado quando um spin é invertido de cada 
vez. Se invertermos o spin a»,/, podemos ^crever uma equação para ti>(a, er'), que leva em 
conta & condição de balanceamento detalbado:
« '( - - ' i j )  '
onde Peçio^ij) é a probabilidade do sistema ser encontrado no seu estado de equilíbrio. 
Levando-se em conta a forma da Hamiltoniana do sistema, podemos escolher a seguinte 
forma para a probabilidade de transição, quando invertemos o spin a i j , enquanto os outr<» 
permanecem fixe»:
+  ffíj+ i)]}) (4.4)
sendo Ki =  * =  1, 2. Âs eqnaçõ^ para a evolução temporal da magnetização e da
função de correlação entre dois spins, deduzidas no capítulo I, podem ser reescritas aqui 
como sendo:
(<)> =  j  tv(aij)) , (4.6)
afc,([u>(a,j) +  ti;(ajfe,í)]). (4.6)
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A partir de um méiodo aproximado descrito a seguir, calcularemos as 
funções que aparecem no lado direito das equações acima.
Aproximação de Pares
Inicialmente vamos assumir que a rede quadrada seja dividida em duas 
subredes conforme a figura abaixo:
: i i 
_ ____ o____ o____ o______ _
: Ji ; ;
Figura 4 - A rede quadrada, é dividida ero duas subredes (•  representando & subrede 1 e O a subrede 2), 
sendo cada uma deiaa constituída por linhas alternadas de spins.
Além disso, a magnetização dos spins localizados na subrede 1 será draignada por m\ e a 
da subrede 2 por m2. Também as funções de correlação serão de dois tipos: para as 
correlações entre subredes e th para as correlações na mesma subrede. Seja oi um spin 
localizado na subrede 1 e ^2 um spin na subrede 2. As probabilidades de que eases spins 
assumion os valores ai e aa são dadas respectivamente por:
(4.7)
P^{02) =  -(1  +  m2<T2) • (4.8)
A probabilidade de se encontrar um spin na subrede 1 e <^ 2 na subrede 2 é dada por
1
Pv{ou  ^ 2) =  - (1  +  miai +  m2ff2 +  «^<^ 1^2) •
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(4.9)
Se os spins ai e az se situam na mesma subrede, a probabilidade de se encontrar esse par 
é dada ptor:
— ^(1 +  +  ffi) +  naiffi) , (410)
Be eles estão na subrede 1. No caso de estarem na subrede 2, basta trocar rrii por mj.
Para que possamcxs calcular c» valores médios do lado direito das equa­
ções (4.5) e (4.6) precisamos determinar a probabilidade de um aglomerado de spins estar 
num estado específico. Se tomarmos ai como um spin central cercado pelos seus vizinhos, 
& probabilidade deste aglomerado pode ser aproximada por [7],[8];
onde o produtório em i(j) é realizado sobre os spins vizinhos da mesma (outra) sub- 
rede.Também podemos escrever a probabilidade para um par de spins vizinhos mais pró­
ximos ffi e a2, cercados pelos seus spins vizinhos mais próximos. Neste caso teremos:
n /•_ _ N TT TT
Essa expressão deve ser particularizada para as situações nas quais os dois spins estão na 
m^ma snbrede ou em subredes diferentes.
Com a divisão da rede quadrada em duas subredes podemos escrever 
expreeeões para a probabilidade de transição dos spins em cada uma delas como sendo:
tüi(ai) =  ^ {1  -  ai tanhfÜTi , (4.18)
V fiM  =  ^{1 -  ff2tanh[Üfi
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Novamente, o somatório em *(j) é sobre os spins vizinhos da própria (outra) subrede.
Com o objetivo de calcular a magnetização em cada subrede e as fun­
ções de correlação entre spins vizinhos na horizontal e na vertical, substituímos as ex­
pressões (4.7)-(4.14) nas equações (4.5) e (4.6). Após algumas manipulações algébricas é 
possíve! mostrar que elas são dadas pior:
+  272 [ ü ü í f lu á )  ^  q«2(t^ -  tp^ ) j
yfX1
rq^z^-ujt^ u jv l-q^ u ^ . 
i f — +  1
. fVi*(“ i -  9*) . -  “ Í)i
í f  í f
d — q^vl q^ Vi —
j m ,  =  -m , +  7 .
+  2. „ [ S M í ^  +  ! M í i p ! ) ]
+ 2 7 4 2 í í í L i â + ! W i z J l ) i .
*2
(4.16)
(4.16)
40
3fi íf?1
*1
- r „ - - 2 r „  +  7iL— ^ 8  +  ^s +  ^ | +  ;|8 i
„ r?tii(2r  ^ +  v?) ç«2(vi +  ti;*) gti{z^ +  vl) . 9<2(v? +  u;*)i+  2721 ^ J
y? *f yf  ^^  ^
sendo que as quantidades auxiliara são dadas por:
7i =  ianli(2üri +  2K2), 72 =  tanh2iÍ2,
7s =  tanh(2üri — 2ÜT2)» 74 — tanh2ÜTi,
»1 =  í\ (+ ) =  +  ” *i)» *2 =  -P2(+) =  -(1  +  0*2),
yi =  i\ (-)  =  | ( 1  -  ”»i). V2 =  P z i - )  = ^(1 -  m2),
VI =  J«(+, - )  =  7(1 +  mi -  m2 -  r„), «2 =  + ) =  7(1 -  mi +  m2 -  r„),
4  4
«1 = +) = ^(1 + 2mi + r*), «2 = Ph{-, - )  = ^(1 -  2mi + r )^,
<1 =  A(+> +) = 7(1 + 2wj2 +  Tk), <2 =  A (—, - )  =  7(1 — 2m2 +  Th),4 4
jr =  P„(+, + ) =  ^(1 +  mi +  I7Í2 +  r„), «; =  P «(- , - )  =  ^(1 -  mi -  mj +  r«),
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q =  A ( + , - )  =  A ( - , + )  =  j ( l  -  ■■»)■ (4 19)
Quando o sistema atinge o seu estado estacionário, o lado direito das 
equações (4.15)-(4.18) se anulam. Estamos interessados em estudar a transição de fase do 
estado ordenado para o desordenado (paramagnético) que é caracterizado por mi =  mj = 
0. Neste caao as funções de correlação horizontal e vertical são dadas respectivamente por:
[71(1 +  rl +  r l +  4r^n +  r*r^)
+ 7s(l +  »"v + + ^v'h) (4.20)
+ 274(1 - r ^  +  r^-r^**^)],
r« =  ^  [71(1 +  r^  +  'h +  +  r*r )^
+ 272(1 +  r „ ^ - r r - r M )
-78(1 +  r* +  -  4r«rft +  r> | )].
Com a definição das grandezas m / =  e m« =  ^ também
podemos determinar as fases ferromagnética e antiferromagnética. Porém, p^a obtermos 
equações diferenciais que dependam somente de m / ou de nta é preciso fazer uma expansão 
até primeira ordem nestas grandezas, ap<» a realização da soma e da subtração das equações
(4.15) e (4.16). Próximo à transição de fases, podemos escrever as s^uintes equações
)
diferenciais para os desvios infinitesimais Sm/ e Sma na seguinte forma:
=  À/Sm/ , (4.22)
■^Sma =  XaSma» (4-23)di
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onde
A/ =  - 1  +  ^Ti(l +  2rvTfe +  |(r* +  r|) -  -  r^r ]^
+  ^72(1 -  2r„fA -  ri +  2r^rl]
+  ^7s[^(r« -  rl) +  r^rl -  r ln ]
4- ^74(1 -  2r„rfc -  r * +  2r r^A],Z
(4.24)
A« =  -1  +  -  rl) -  r„rl -
- ^ 72(1 +  2r«fA - r l -  2rvrl]
+ ^78[l+ ^ (»^  +  r ^ ) - 2r«rfc +  r « r | -r 2,.^ ] v 
+ |t'4[1 + ^'v'h -  ' î  + 2r3ri],
(4.26)
Se A/ <  0 e A« < 0, a fase paramagnética é estável. Portanto, a condição A/ =^0, 
juntamente com as equações (4.20) e (4.21), permite determinar a linha de transição entre 
as fases ferromagnética e paramagnética. Da mesma forma a condição A« =  0, juntamente 
com as equações (4.20) e (4.21) determinam a fronteira entre as fases antiferromagética 
e paramagnética. O diagrama de fases, obtido numericamente, é apresentado na figura 5 
abaixo.
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Quando = 0 ( =  0) a temperatura crítica é nula^  visto que neste 
caso teremos cadeias desacopladas, e como sabemos, a aproximação de pares fornece a 
temperatura crítica correta em uma dimensão.
Se tomarmos Ji =  J2 é fácil mostrar que nossas equações anteriores se 
redusem àquelaa do trabalho de Tbmé, de'Oliveira e Santos [7], quando as temperaturas 
dos dois bankos térmicoB são idênticas.
3.OC1
K.e/K.^
1.ÍK< -
I.OCi
O.OCI
- 1.00
Figura B - Diagrama de fases do modelo de Ising bidim«msional coro 
interações anisotrópicas. No diagrama k\  =
Kl Ji
44
CAPÍTULO V  
Condnsão
Estudamos nesta dissertação o comportamento de dois modelos magné- 
ticcffi nas vizinhanças de seus respectivc» pontes críticos. Em ambos os problemas uti­
lizamos o formalismo da equação Mestra, juntamente com a Condição de Balanceamento 
Detalhado, para descrver a evolução temporal dos sistemas em direção aos seus respectivos 
estados estacionários.
Inicialmente consideramos uma cadeia dupla de spins com interações 
de quatro spins que apresenta solução analítica no estado de equilíbrio. Embora não 
pudéssemos resolver exatamente este modelo fora do estado de equilíbrio, utilizamos a 
taxa de relaxação iniciai do parâmetro de ordem para determinar um limite inferior para 
o expoente crítico dinâmico z. Consideramos também duas taxas de traiisição diferentes: 
a de Glauber e a de Kawasaki. Mostramos que para estas duas taxas o expoente crítico 
dinâmico depende dos detalhes microscópicos da Hamiltoniana, o que parece confirmar 
um caráter não universal. Esse mesmo tipo de comportamento também foi observado no 
modelo de Ising unidimensional com interações de troca não homogêneas. Esse comporta­
mento pode ser atribuído ao fato que a probabUidade de transição converge a zero muito 
mais rapidamente que o inverso do comprimento de correlação, nas vizinhanças da tem­
peratura crítica dos sistemas essencialmente unidimensionais. Quando os parâmetros da 
Hamiltoniana são escolhidos de tal forma que obtemos duas cadeias desacopladas, nossos 
resultados se reduzem àqueles obtidos para o sistema unidimensional.
IWnbém estudamos um modelo de Ising em duas dimensões com in- 
teraçõe competitivas nas direções horizontal e vertical. Utilizando a aproximação de
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paxes para a probabilidade dos ^lomeradcxs de spins, determinamos o diagrama de fases 
do modelo, que exibe as fases antiferro, ferro e paramagnética Quando o acoplamento em 
uma das direções se anula, a temperatura critica vai a zero, o que já  era esperado, visto 
que a aproximação de pares fornece a temperatura crítica exata para o modelo de Ising 
unidimensional.
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APÊN D ICE I
Cadeias Dnplas de Spins no Limite 
de Baixas Temperaturas
No capítulo II foram calculadas as funções de correlação entre dois, 
quatro e seis spins ci^as expressões finais são dadas respectivamente por:
(\-j ( /. i )
{*fj,aOk,'iOi^ ftayn,p) — 53 {ãt} (ã^} ’
(7.2)
fc—i /  \ \ í—fc /  \ \ rn—l / \ \ n—m
(7.3)
(^ ) (è) (^ )
sendo que j < k < l < m < n < o < .  Também sabemos que:
=
0 0 
0 0 
dba+(l +  a5. ) ^  ± á _ (l +  o i ) T
±Of+(l +  o 5.)"r  ( l +  a^.)^'^
dbor_(l +  a i ) T  (l +  o Í )" r  
0 0 
0 0\ ( l +  < )
-I -1
(7.4)
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onde o ginal superior significa a = 1 e o inferior a =  2. Definimos ainda que 
* =  c^»+^*cosh2í:2,
Al =  +  e^‘ "^»)cosh2ü:2 +  {((6^*+^* -  e^^-^^)coBh2K2^ +
A2 =  +  c^*"^*)cosh2iir2 -  cosh 2/^2]* +
A3 =  2e^*~^* BÍnh2ÜL2, 
e
A4 =  2e^»+^» 8inh2ír2,
sendo que Ki =  » =  1, 2,3.
Substituindo-se na expressão (1.1) os elementos das matrizes após 
a realização do somatório, encontramos que:
sendo o sinal superior para a =  ^ e o inferior para o caso contrário. Ekta mesma su­
bstituição nas equações (1.2) e (1.3) leva a expressões mais complicadas que as atuais. Por 
isso, deixaremos como estão até tomarmos o limite T 0.
Vamos considerar o caso ferromagnético Ji, J2, Js >  0 no limite de
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baixas temperaturas (Ki —* c»). Neste limite podemos escrever que:
Aí «
o que implica em
As = (c^i-^*+2Jfa _
A4 =  (c^*+^»+2^ a _  gKi+K»-2K^^^
a+ =  0,
«  Zle^ K^ +2K,+K^  
2
Al
A4
0,
1 -  2 e -^ » ,
de tal forma que as matrizes a' tomam-se:
a '2 »
/O 0 0 1\
0 0 1 05 0 1 0 0 y
\1 0 0 0 )
/® 0 0 1\
0 0 -1 0
() -1 0 Gí
\1 0 0 0 /
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Substituindo-se esses valores na função de correlação entre dois spins, obtemos:
«  ( ^ ) ‘ -^  (/.6)
Calculamos as funções de correlação entre quatro e seis spins, apenas 
para os spins envolvidos nos cálculos do capítulo IIL Por exemplo, calculamos a função de 
correlação entre os spins ‘ ♦^',2» ‘ í^,i e a partir da expressão (1.2), ou seja,
(<^ 2)lp(‘ 2^)ft(‘^í)íu(a0 « l ( ^ ) ( ^ )
f,t,u«=l  ^ ^
Efetuando-se o somatório em p,ieu^e substituindo-se os valores doe elementos das matrizes 
obtemos, no limite de baixas temperaturas que
(<^.-i,2<^ i,2‘yí,i<^í+i,i) «
Podemos usar esse mesmo procedimento para calcular as outras funções de correlação de 
in ter^«.
Uma grandeza física encontrada no capítulo II é a susceptibilidade 
magnética por spin dada por:
XT =  2^(1 +  4 ) - ‘ ^ ^ ^ ,  (/.7)
que no limite de baixas tem{>eraturas toma-se:
X T  =  . ( / . 8 )
O comprimento de correlação ({) é definido da seguinte forma para 
sistemas essencialmente unidimensionais [3], já  que a temperatura crítica é nula:
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(ajajfe) =  exp[— L y - ^ ] .
Substiiuindo-se o valor da função de correlação dada pela expressão (1-6), obtemos;
onde k >  j. Desta forma obtemos que:
(/.9 )
Ck>mparando-se as expressões (1.8) e (1.9) notamos que:
XTOci.
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